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Überblick

 In linearer Algebra
 Homogene Koordinaten

 Transformationen in linearer Algebra

 Transformationen in konformer geometrischer Algebra
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Homogene Koordinaten

 definiere Äquivalenzklasse:

 3D (inhomogene) Koordinaten
 4D homogene Koordinaten
 Skalierungsfaktor s bzw. Gewicht w ungleich 0
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Translation

 Translation als Matrix-Multiplikation in homogenen Koordinaten

 Bsp. Translation um den Vektor (x0,y0,z0)
t

 Homogene Koordinaten sind einfach deutbar als 
ein erweitertes Rechenschema!



















+
+
+

=





































=



















111000

100

010

001

1

'

'

'

0

0

0

0

0

0

zz

yy

xx

z

y

x

z

y

x

z

y

x



03.07.2019  |  Technische Universität Darmstadt |   Dietmar Hildenbrand  

Translation

 Translation als Matrix-Multiplikation in homogenen Koordinaten

 Bsp. Translation um den Vektor (x0,y0,z0)
t

 Homogene Koordinaten sind einfach deutbar als 
ein erweitertes Rechenschema!



















+
+
+

=





































=



















111000

100

010

001

1

'

'

'

0

0

0

0

0

0

zz

yy

xx

z

y

x

z

y

x

z

y

x



03.07.2019  |  Technische Universität Darmstadt |   Dietmar Hildenbrand  

Translation

 Translation als Matrix-Multiplikation in homogenen Koordinaten

 Bsp. Translation um den Vektor (x0,y0,z0)
t

 Homogene Koordinaten sind einfach deutbar als 
ein erweitertes Rechenschema!



















+
+
+

=





































=



















111000

100

010

001

1

'

'

'

0

0

0

0

0

0

zz

yy

xx

z

y

x

z

y

x

z

y

x



03.07.2019  |  Technische Universität Darmstadt |   Dietmar Hildenbrand  

Translation

 Translation als Matrix-Multiplikation in homogenen Koordinaten

 Bsp. Translation um den Vektor (x0,y0,z0)
t

 Homogene Koordinaten sind einfach deutbar als 
ein erweitertes Rechenschema!



















+
+
+

=





































=



















111000

100

010

001

1

'

'

'

0

0

0

0

0

0

zz

yy

xx

z

y

x

z

y

x

z

y

x



03.07.2019  |  Technische Universität Darmstadt |   Dietmar Hildenbrand  

Translation

 Translation als Matrix-Multiplikation in homogenen Koordinaten

 Bsp. Translation um den Vektor (x0,y0,z0)
t

 Homogene Koordinaten sind einfach deutbar als 
ein erweitertes Rechenschema!



















+
+
+

=





































=



















111000

100

010

001

1

'

'

'

0

0

0

0

0

0

zz

yy

xx

z

y

x

z

y

x

z

y

x



03.07.2019  |  Technische Universität Darmstadt |   Dietmar Hildenbrand  

Rotation

 Eine Rotation Rα um den Winkel α um die z-Achse in mathematisch positive 
Richtung ergibt für die Basisvektoren folgende Beziehung:
 Rα((1, 0, 0)t) = ( cos α, sin α, 0)

 Rα((0, 1, 0)t) = (-sin α, cos α, 0)

 Rα((0, 0, 1)t) = (0, 0, 1)
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Rotation

 Die zugehörige 3 x 3 Matrix ergibt sich daher zu

 In homogenen Koordinaten folgt für die Rotation Rα um 
die z-Achse
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Rotation

 Bei Rotation Rα um die x-bzw. y-Achse ergeben sich analog folgende homogene 
Darstellungen. 
 Drehung mit dem Winkel α um die  x-Achse

 Drehung mit dem Winkel α um die y-Achse
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Rotation um beliebige Achse (durch Ursprung) 
Berechnung von R

 Drehung R(x,y,z) um beliebige Achse  in Richtung des normierten Vektors 
r=(x,y,z)t um den Winkel α

 Orthonormale Basis (r,s,t) bestimmen
 erster Basisvektor ist r

 zweiter Basisvektor s soll senkrecht auf r stehen:

 dritter Basisvektor t = r × s
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Rotation um beliebige Achse (durch Ursprung) 
Berechnung von R

 Vektoren (r,s,t) werden in die Spalten der Transformationsmatrix geschrieben

 T-Matrix ist orthogonal und transformiert 
 ex→r, ey→s, ez→t. (das ist R-1)

 Für orthonormierte Matrizen A gilt stets A-1=At.

 Also: R ergibt sich, indem man die Vektoren (r,s,t) in die Zeilen von A schreibt
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Rotation um beliebige Achse (durch Ursprung)

 Dreht man im Uhrzeigersinn um den Vektor (x,y,z) und den Winkel α, so gilt mit 
den Abkürzungen s=sin(α), c=cos(α) und t=1-cos(α)

 Für kleine Winkel α (α < 1°) kann man sin α durch die Bogenlänge α und cos α
durch 1 approximieren
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Rotation um beliebige Raumachse

 Die bisher diskutierten Rotationen lassen den Ursprung fest

 Rotationsachse durch eine beliebige Achse im Raum
 Verschiebung des Rotationszentrums in den Ursprung

 anschließende Rotation und

 Zurückverschiebung in das Rotationszentrum
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Rotation um beliebige Raumachse

 Beispiel
 Rotation in positiver Richtung um eine Achse durch den Punkt

(x0, y0, z0) und um den Winkel α
 Die Richtung der Rotationsachse sei die z-Richtung.
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Transformationen in geometrischer Algebra

 Siehe CluCalc-Script ConformalTransformations.clu …
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Transformations in geometric algebra
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RotationAxis
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CLUScript example RotationAxis.clu
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Rotor
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CLUScript example Rotor.clu
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Translator
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Rigid Body Motion
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CLUScript example RigidBody.clu
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Screw Motion
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Interpolation of motions
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Velocities
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Dynamics
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Als nächstes …

numerische Stabilität der Berechnung von Rotationen 

 a) wie berechnet man viele hintereinander ausgeführte Rotationen in linearer 
Algebra, wie in geometrischer Algebra?

 b) was passiert, wenn durch Transformationsmatrizen beschriebene 
Rotationen numerisch ungenau werden?

 c) was passiert, wenn durch Rotoren beschriebene Rotationen numerisch 
ungenau werden?

 d) in welchem Sinn, sind Rotoren damit numerisch stabiler als 
Transformationsmatrizen?
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