75 TECHNISCHE
(=

by
b
f

&)=\ UNIVERSITAT

>
A=

DARMSTADT

Dr. Dietmar Hildenbrand

Technische Universitat Darmstadt
Fachbereich Mathematik




TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Uberblick

* [n linearer Algebra
» Homogene Koordinaten
= Transformationen in linearer Algebra

» Transformationen in konformer geometrischer Algebra
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Homogene Koordinaten

= definiere Aquivalenzklasse:

(x) [ sx) [ x)

(x) ) oy (x/w)
Z SZ Z /

Z
1) s ) W W

» 3D (inhomogene) Koordinaten
» 4D homogene Koordinaten
= Skalierungsfaktor s bzw. Gewicht w ungleich 0
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Translation

» Translation als Matrix-Multiplikation in homogenen Koordinaten

= Bsp. Translation um den Vektor (x,,y,,z,)"

x| [1 0 0 x,[x] [x+x,
Y0 L0y x| ¥ty
z 0 0 1 z |z z+z,
1} 000 I} [ 1 |

= Homogene Koordinaten sind einfach deutbar als
ein erweitertes Rechenschemal!
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Translation
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Translation

» Translation als Matrix-Multiplikation in homogenen Koordinaten

= Bsp. Translation um den Vektor (x,,y,,z,)"

x] [1 0 0 x, |[x]] [x+x,]
YO L0y iy | ¥ty
z 0 0 1 2z |z z+z,
1] |0 0 0 Iytj | 1 |
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Rotation

» Eine Rotation R, um den Winkel a um die z-Achse in mathematisch positive
Richtung ergibt fir die Basisvektoren folgende Beziehung:
= R,((1, 0, 0)) = (cos a, sina, 0)
= R,((0, 1, 0)!) = (-sin a, cos a, 0)
= R,((0,0,1))=(0,0,1)

COS &

‘S”.\Of
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Rotation

= Die zugehorige 3 x 3 Matrix ergibt sich daher zu
(cos@ —-sina 0
sma cosa O

= In homogenen Koordinaten folgt fur die Rotation R, um
die z-Achse

cosa -sna 0 O

! 0 0 1 0
0 0 0 1

X
V' sma cosa O O
z
1

— N < =
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Rotation

= Bei Rotation R, um die x-bzw. y-Achse ergeben sich analog folgende homogene
Darstellungen.

= Drehung mit dem Winkel a um die x-Achse

' | 0 0 0
' 0O cosa -sma O
O sma cosa O
0O O 0 |

-

—_— N = =

— N e

= Drehung mit dem Winkel a um die y-Achse

x| [cosa 0 sina O]
y' 0 1 0O O

z —sma 0 cosa O
1 0 0O O 1

—_ N e =
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Rotation um beliebige Achse (durch Ursprung)
Berechnung von R

= Drehung R(x,y,z) um beliebige Achse in Richtung des normierten Vektors
r=(x,y,z)' um den Winkel a

= Orthonormale Basis (r,s,t) bestimmen
= erster Basisvektor ist r
= zweiter Basisvektor s soll senkrecht auf r stehen:

_ I'Xe, rxe,
S=T. o1 oder ( falls r|e,) S =T
e e
= dritter Basisvekiort=r xs
N 4 z!
Z
Z R | R-l
> t > r
I S
S _ _ >
> ) y
y >
X t X Ry (%) A t
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= Vektoren (r,s,t) werden in die Spalten der Transformationsmatrix geschrieben
= T-Matrix ist orthogonal und transformiert

"e —r,e s, et (dasistR')

= FOr orthonormierte Matrizen A gilt stets A-1=A..
= Also: R ergibt sich, indem man die Vektoren (r,s,t) in die Zeilen von A schreibt

v
-

v

v

X t
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Rotation um beliebige Achse (durch Ursprung)

» Dreht man im Uhrzeigersinn um den Vektor (x,y,z) und den Winkel a, so gilt mit

den Abkilrzungen s=sin(a), c=cos(a) und =1-cos()

= FUr kleine Winkel a (a < 1°) kann man sin a durch die Bogenlange a und cos a

durch 1 approximieren

3 -s tE2+s3 0O

t° +c
3 +s 07 +c
txlz-sy tOhlz+slk
0 0

U

x,y,z)

1
z Lor
-yl
0

-zr ylir O
1 -xl&r O
x Ldy 1 0
0 0 1

t3-s& 0

t2* +c
0

0
1
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Rotation um beliebige Raumachse

» Die bisher diskutierten Rotationen lassen den Ursprung fest
= Rotationsachse durch eine beliebige Achse im Raum

= Verschiebung des Rotationszentrums in den Ursprung

= anschlie3ende Rotation und

= ZurUckverschiebung in das Rotationszentrum

A 4 Z
Vi T Z T! a r
a I > - S Y4
S TN o r

S [
. > \ g

\ t
t y y Y

X
X X t
R(r)
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Rotation um beliebige Raumachse

= Beispiel
= Rotation in positiver Richtung um eine Achse durch den Punkt
(Xos Yo» Zo) Und um den Winkel o

» Die Richtung der Rotationsachse sei die z-Richtung.

cosag —-sinag O O]

1 0 0 x 1 0 0 -x
010 in o a 0 0/l0 1 0 -
= Yo |fsina cos 4 % g,
001 z|| 0 0 1 0[]0 0 1 -z
000 1] 0 0 0 1//0 00 1
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Transformationen in geometrischer Algebra

= Siehe CluCalc-Script ConformalTransformations.clu ...
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Transformations in geometric algebra

e |/ is an algebraic entity
called versor b

e | its reverse ﬂ

® versor describes ( /

kind of transformation

.

e Note : | <
transformation operators
are part of the algebra ’a
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RotationAxis

Rotation Axis

)
° a:aJr%a“eooJreo

( 3D vector bold ) b
ob:bJr%erooJreo /
® aris = (aNbA ex)”
axis
a
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CLUScript example RotationAxis.clu

Rotation Axis

DefVarsN3();
: IPNS;

:Red; J)

Veclli3(0,-2,0);

Vecli3(0,2,0); //T

:Green;
axis = *(a"b"einf);
raxis;

7?axis; E El)(is

ra
:b
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Rotor

Rotor R — e 2!

® ¢ is the rotation angle

® [ is the rotation axis b

) A

o R — cos(

Lo -

) — Lsin(

(W]RsE
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CLUScript example Rotor.clu

Rotor R — e %!

:Yellow;
:Sun = e0 -0.5%einf;

:Red; J)

:Earth =Vecli3(2,0,0)-0.125%einf;

7R = exp(-angle/2%axis); //T

:Blue;
:R * Earth * "R;
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Translator

€oot

Translator T = e 2

e t is the 3D translation vector
t = t161 + tgeg + t363

b
o =14 &t
et R
o ngmtz :eoot2 ecot 3
L=+ S+ ) axi
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Rigid Body Motion

Rigid Body Motion M = RT

e R is a rotor

o T is a translator b
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CLUScript example RigidBody.clu

Rigid Body Motion M = RT

:Yellow;

:Sun = e0 -0.5%einf;

:Red;
:Earth=Vecli3(2,0,0)-0.125%einf;

7R = exp(-angle/2*axis);

TVEC = angle/4x*e2;
?T= exp(e*TVEC/2);

:Green;
:T* Earth * “T;
?Motor=RxT;

:Blue;
:Motor* Earth * "Motor;
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Screw Motion

M = e~ 3Heed

e [ 1s a bivector
representing an arbitrary axis

e 0 i1s the rotation angle

e dis a 3D vector
parallel to the axis [

If [ 1s zero — pure translation
If d is zero— pure rotation
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Interpolation of motions

Interpolation of motions b

two twists 17 and 15: \
Ty = — %0 + ecods "o
To = — %l + exoda

linear interpolation

Tt)=(1—-t)«xTy +t=Ts « = /
results in the Motor IZ/ a‘
M(t) = eT (1)
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e Screw velocity V = T(t) \0 k

— translational velocity

V=¢p" V
— rotational velocity | //-""‘
W= —Vtexv -' ' S
o €193 ol
e e.g. Interpolation via Z/ a

Tt)=(1—1t)«T) +t"™ =Ty

— Screw velocity
V=mtm1xT, - Ty
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Dynamics b
® comomentum x
P = e1931poayw + mveg \0

Ipody beeing the inertia tensor
linearily mapping w
to another 3D vector

e kinetic energy

— 1
K=s3V.P
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numerische Stabilitat der Berechnung von Rotationen

- a) wie berechnet man viele hintereinander ausgefuhrte Rotationen in linearer
Algebra, wie in geometrischer Algebra?

- b) was passiert, wenn durch Transformationsmatrizen beschriebene
Rotationen numerisch ungenau werden?

- c) was passiert, wenn durch Rotoren beschriebene Rotationen numerisch
ungenau werden?

- d) in welchem Sinn, sind Rotoren damit numerisch stabiler als
Transformationsmatrizen?

03.07.2019 | Technische Universitat Darmstadt| Dietmar Hildenbrand



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

vielen Dank fiir die
Aufmerksamkeit
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