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Implementierung von geometrischer Algebra

Index | blade
= Stand 2003 . 1
= Elegant, aber langsam? 3 e
(Gaigen-Bsp. mit Raytracer) [Fontijne, Dorst 2003] : a
fi &p
model | implementation | full rendering : L
time e
3D LA | standard 1.00:(23.35) e
4D GA | Gaigen 2.56 % L lehes
4D LA | standard 1.05: E_ |enla
. 17 g h gy Mey
4D GA | Gaigen 2.97 « B Tey el en
5D GA | Gaigen 571 TRREVYIYS
21 ey Megfeg
22 £y M By Ny
23 €g M By M Eay
» Hardware nicht auf geometrische Algebra ausgelegt M Jealesicg
= 20 Basiselemente (32 flr konforme geometrische Algebra) % Tore e
(Bsp. 3D-Vektor > 32D-Vektor) SR A
59 e: \ e; \ei_ '\ :'.;.
a0 ey M ey Mea My
il gq Mgy M el NoEg
32z ey hoes Aey hew e

17.07.2019 | Technische Universitat Darmstadt | Dietmar Hildenbrand



TECHNISCHE
L1 n u u L] L 0 "
LaBt sich Eleganz mit Effizienz vereinbaren* DY
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Wo stehen wir 2005?

Untersuchte Anwendung
» Projekt Virtual Human

» Inverse Kinematik des Arms = |KAN-Bibliothek
» Analytischer, geometrischer Algorithmus

= [Tolani et al. 2000]

[Virtual Human]
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Wo stehen wir 2005?

I - _...

» |[nteraktive, visuelle Entwicklung
= Kompakte Algorithmen (ca. 20-30%)
= Schneller Prototyp und Test

» [Hildenbrand et al. ICRA 2005]

» Erste Implementierung mit Hilfe von Gaigen
[Fontijne, Dorst 2002]

» Zunachst 50 mal langsamer als die herkbmmliche Losung !
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Wege zur Effizienz

defaultWindow 068

= Einbettung von Quaternionen
= Wenige, kompakte Formulierungen

= Algorithmus-Ebene
= Vermeidung trigonometrischer Funktionen
|

= [Hildenbrand et al. ICCA 2005]
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Wege zur Effizienz

Geometrische Algebra-Algorithmus

Symbolische C-Code
Optimierung
Rekonfigurierbare Hardware FPGA

Implementierungen von C-Code und Verilog-Code zunachst von Hand!
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Optimierung mit Hilfe von Maple

= Computer Algebra System
= Erlaubt symbolisches Rechnen

> func:=(a 3+3%a 2%b+3+a*b 2+b 3)/(a 2+2*a*bt+b 2):
3 2 2 3
a +3aqg b+3adb +2

June
2 2
a +2ab+b

? simplify(func):
ath

> |

= Cliffordlib fir Geometrische Algebra (Fauser/Ablamowicz)

= Ziel: Reduktion von Ausdricken bis zu den einfachsten Additionen und
Multiplikationen

17.07.2019 | Technische Universitat Darmstadt | Dietmar Hildenbrand



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Beispiel fur symbolische Vereinfachung mit
Maple

e Compute the elbow point p,

> pw:=pwx*el+pwy*rel+pwz*e3+0.56%
(pwx”*2+pwy” 2+pwz”2) *einf+el;

> Sl:=pw-0.5*%L2*L2*einf;

> 52:=e0-0.5*L1*L1*eint;

> C e:=51 &w 52;
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Beispiel fur symbolische Vereinfachung mit
Maple
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. Ly
e Compute the elbow point p, I
> pwW:=pwX*el+pwy*el+pwz*e3+0.5%* alhﬁ

(pwx”*2+pwy” 2+pwz”2) *einf+el;
> Sl:=pw-0.5*%L2*L2*einf;
> £2:=e0-0.5*L1*L1*einf;

> C e:=51 &w 52;
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. Ly
e Compute the elbow point p, [
> pw:=pwx*el+pwy*el+pwz*e3+0.5* » Pw

(pwx”2+pwy” 2+pwz”*2) *einf+el;
> Sl:=pw-0.5*L2*L2*einf;
> 52:=e0-0.5*L1*L1*einf;
> C e:=51 &w S52;
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Beispiel fur symbolische Vereinfachung mit
Maple

e Compute the elbow point p, Ly

> pw:=pwxX*el+pwy*rel+pwzre3i+0.5%*
(pwx ™ 2+pwy” 2+pwz”2) *einf+el;

> Sl:=pw-0.5*L2*L2*einf;
> S2:=e0-0.5*L1*Ll*eint;
> C e:=51 &w S2;
Simplify(C_e)
C_e[9] := -1/2*pwx*L1/2 C_e[10] := pwx ... C_e[l6]:=...
Index |blade|Index|blade|Index |blade|Index |blade|Index|blade|........|........ Index|blade
1 1 2 €1 3 €9 4 €3 5 Enc | . 32 e1 Aea Meg M ese A e
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» Ellbogenkreis bereits berechnet ...

= Schnitt mit Swivel Plane

» Resultat: Punktpaar

= Auswahl eines Punktes flhrt zu:
Pey =(PPj(PP3y — PP35)+ PP, (PP»s — PPy

+tmpsg (PPis — PPiy))/einf_PP

Pey =(PP(PPss — PPyy) + PP, (PP1y — PPys)
+tmpsgn (PPys — PPyy)) Jeinf_PP

Pe; =(PPj(PPs — PPiy) + PP,(PPyy — PP
+tmpsg (PPys — PPyy)) /einf_PP

(siehe spateres Hardware-Beispiel)
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Eurographics-Paper 2006, Wien

*ﬁ ®
%‘?- . @ .

ik 2006

= " Competitive runtime performance for inverse kinematics
algorithms using conformal geometric algebra "

» Dietmar Hildenbrand, Daniel Fontijne, Yusheng Wang, Marc Alexa
and Leo Dorst

= Erster Nachweis, dass ein Algorithmus in GA schneller sein kann als ein
herkdmmlicher Algorithmus
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HW-Implementierung

= DatenfluBgraph
= far

Pe, =(PPj(PP3s— PPss) + PP.(PPys — PPy
+IMPsyn (PPis — PP4))/einf_PP

m fngf;)
26452..6452 -
X

] —.7480..7480

=-16748,.16748

» mit Vereinfachungen wie
PP, = PP;s—PPy

m

/
-552909930496..552909930496 l -d1..d1

-552909930496,.552909930496 p -d1..d1

By

= Glltigkeits-Bereiche der Werte bei FPGA wichtig!
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HW-Implementierung

= Pipeline-Stufen

1 emf PP“\ | F'P_Q .{*P_r“\ ;”PFj__j (1 )

|tmp 2 | F'F'"12|

—_—_—  —  —_— — T — — — T — — — —

|\ X _F/"l
tmp mul 3

—_— — — — —- — — T =—ee— — — — — — = — — — =

J— -9268..9268
Gmf_ PP

B x|
&
@
Y
Pipeline stage

—_— e — — — — — — — —— . —— — — — — — —

5 L
Y
P..
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Parallelitat in 2 Dimensionen
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Geometrische Algebra-Algorithmus

Optimierung mit Maple

Rekonfigurierbare Hardware

C-Code

FPGA

= Maple-optimierte Implementierung ca. drei mal schneller als die
herkdbmmliche Losung [Hildenbrand et al. Eurographics 2006]

= Rekonfigurierbare Hardware: nochmals um den Faktor 100 schneller
[Hildenbrand et al. Grapp 2008]

= -> Anwendung insgesamt um den Faktor 300 schneller als die
herkbmmliche Losung! (x75000 zur ersten Implementierung!)
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Gaalop 2010

www.GDAaALOP.DE

Geometric algebra algorithms optimizer (www.Gaalop.de)

= Ziel:
= Kombination von einfachem geometrischem Rechnen mit hoher
Performanz der Implementierung

» Dietmar Hildenbrand, Joachim Pitt and Andreas Koch,
Kapitel "Gaalop - High Performance Parallel Computing based on
Conformal Geometric Algebra”
in Geometric Algebra Computing for Engineering and Computer
Science, Springer Verlag 2010, E. Bayro-Corrochano and G.
Scheuermann.

17.07.2019 | Technische Universitat Darmstadt | Dietmar Hildenbrand




TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Gaalop

aalop - Geometric Algebra Algorithms Optimizer

= interpretiert
geometrische Algebra -

Inpu’[file i At it '
2358 SEleCh 4 Mle Lo process |
_mm |
-
=
4l

= generiert optimierte foalon ot ]
Implementierung

= Kommandozeilen-
. . |- Output
VerSIOn fur Gaalop GPC Float norm_|_sw_new [32];

norm_|_sw_new[1] = sqrt{Fabs(pwa*pmm-Hpay oy +puz izl

= Skarting Cpeniaple, ., Finished,
= Skarting Cpentaplz:.. Finished,

flnat pi_swivel _riew [32];

pi_swivel_new[2] = (2%sin, 5*sanglei*pruztoos( S¥sanglel ¥ pi ¥ norm_|_sw_new[1]-pwz*pwz¥pay+cos], S*sangle
pi_swivel_new[3] = (pwetpweztpu-cos, 5*sanglei*oos. S¥sangle) ¥ pus ~3-cos( . 5*sangle ¥ oos, 5*sangle ot
pi_swivel_newl4] = -2%sin S sangle i {puy*pley-+pea o) norm_|_sw_new[1]%cos( . 5*sangle);

R

flnat ppa_new [32];

ppz_new[7] = - 5%pi_swivel_new[415 pe -1, L2+ plvz oz pvey prey +LTRLLY
ppe_riew[d] = .5¥pi_swivel_newl3]Mpuedt o= 1 ALEHL 2 pwztpme+pantomey L 1R,
pp2_new[9] = S pwz*pi_swivel_new[3TYLIMLL- S peeetpi_swivel_new[4TFL1HLL;
ppz_new[ 10] = pre*pi_swivel_new[3]-1. ¥pry*pi_swivel_new(4];

ppZ_new[11] = - 5%pi_swivel_new[Z]*{pwtpws-1 L2 L2+ pwz Y vz poy Yoy +L1HLLY,
ppz_new[12]= S¥peectpi_swivel new[4]* 1% - S pwztpi_swivel_new[2]*L1%LL,
ppz_new[13]=-1*pwz*pl_swivel_new[2]+pwix¥pi_swivel_new[4]; hd
| v
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Beispiel

= Berechnung des Horizontkreises: ¢ point P = VecN3(x,y.2)

e sphere S =eg — %rzeoo

e C=5SA(P+(P:S)es)
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Gaalop-Beispiel

5. Gaalop - Geometric Algebra Algorithms Optimizer

Input | Qutput | Settings | About |

Flease load a file or create a new,
Press 'START' to compute the optimization.

[ ﬁj EI @I E! iC:'l,Du:nkumente und Einstellungenidhilden'Eigene DateientGaalopiHorizan, clu

5 = e0-0.5%*r*einf;
= Mech3(:w, 2l
P =5"(P+HP, 5" einf);
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Beispiel

» Berechnung des Horizontkreises:

point P = VecN3(x,y,2)

sphere S =eg — %’r%m

C=SAP+(P-S)ex)

e C=S5SA(S (PAey)) [Leo Dorst|
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orizont-Beispie D DhRmsAny
C=SA(P+(P-S)ex) C=5NA(S-(PAex)) [Leo Dorst]

l
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C=SA(P+(P-S)ex) C=5N(S- (:I A ex)) [Leo Dorst]
P = VecN3(x,y,Zz); P = WVeCN3(x,y,Z);
S = el-0,5%r%r¥einf; S = el-0, 5% %r%eint;
TC=SACP+(P. S)%einfl; TC =545, (PARiINT)];

/
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C=SA(P+ (P S)e.)

= VECMNI (X, Y, Z);
S = el-0, 5%r*r*ainf;
PC=SALP+(P. S)%einf;

C=SA(S-(PAey)) [Leo Dorst]

= VBCHNI (X, W, 2);
5 el-0, S¥r¥r ¥ ainf;
P =sAlS. (PARTNT )

(///////////

float C_opt[32] = {0.0%;

C_opt [B]=0. 5%x¥r¥r,
C_opt [10]=-1%x;
C_opt [12]=0. S¥%y¥r¥r,
C_opt [13]=-1%y;
C_opt [14]=0. 5%z%r¥r;
C_opt[15]=-1%z;
C_opt [16]=-1%r*r;

= Anm.: verschiedene Formeln -> gleiches optimiertes Ergebnis
» Anm.: Gaalop optimiert ganze Teile von Algorithmen!
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Gaalop 2012

Geometric Algebra Algorithm (CLUCalc)

o

Maple based @ble based Approach |

¥

IR (intermediate representation)
| I
il i Parallel platforms

L | ]

C++ Java QpenCL CUDA FPGA
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» Geometric product multiplication table in 3D GA:
b by | ba | b;
E, | Eb Ex | E4 | Es | Es | E7 | Eg
a I e |e |e3 |enn|en|en|en
E |1 0 {0 () 0 |0 0 0 0
ay | E2 | e () Ej Es | E7 |0 (0 () (0
a | Ey | e2 () -Es | Ey | Eg | O 0 0 0
ay | Ey | e3 0 -E7 | -Es | E1 | O 0 0 0
Es | ep2 0 |0 0 0O |0 0 0 0
Eq | en 0 |0 0 0O |0 0 0 0
E7 | enn 0 10 () 0 |0 0 0 0
Es ez || 0O |0 () 0 |0 0 0 0
= GA algorithm: resulting C code:
cl[l]=al+«bl+al+xbl2+aixb3;
a=al+el+az+el24+alrel; c[5]=al«b2-aZ+bl;
b=bl*el+bZ+e24+b3*xe3; ﬂ cl6]l=a2+«b3-a3+b2;
Tc=axh; c[7]=al«b3-ai«bl;

17.07.2019 | Technische Universitat Darmstadt | Dietmar Hildenbrand



A TECHNISCHE
UNIVERSITAT

Table based Compilation Example
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» Geometric product multiplication table in 3D GA:
b b, | by | b;
E, | Eb Ex | E4 | Es | Es | E7 | Eg
a I el | e |e3 |en|en|en|ens
Ey |1 () 0 () 0 0 0 () ()
ai |E2 |er |0 (ED|Es |Ef |0 |0 [0 |0
a, | E3 |e2 |0 | -Es(ED|Eq |0 |0 [0 [0
ay | Ey | e3 0 |-E7|-Es[EO [0 [0 |0
Es | e 0 (0 0 0 0 0 (0 (0
Eg | en 0 (0 0 0 0 0 (0 (0
E7 | e () 0 () 0 0 0 () ()
Eg | ej23 || O 0 () 0 0 0 () ()
= GA algorithm: resulting C code:
cll]l=al+«bl+aZrxb2+aixb3;
a=alxel+aZwel+aixel; c[5]=a wr::nz—az-kbl;)
b=bl*el+bZ+e24+b3*xe3; ﬂ cl6]l=a2+«b3-a3+b2;
Tc=axh; c[7]=al«b3-ai«bl;
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Advantage

= Sum of products -> SIMD

= Vectorl"Vectort A
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Gaalop 2013

» ,Foundations of

Geometric Algebra Computing*
= Dietmar Hildenbrand
= Springer, 2013

Geometry and Computing &

&

Foundations
of Geometric
Algebra
Computing

) Springer

17.07.2019 | Technische Universitat Darmstadt | Dietmar Hildenbrand



Gaalop 2013

= Patrick Charrier

= .Geometric Algebra
enhanced Precompiler

for C++ andOpenCL*

= Christian Steinmetz
= Higher dimensional
algebras in Gaalop

= Visualization of
multivectors

= Fitting of high dim.
objects to point clouds

Geometry and Computing &

&

Foundations
of Geometric
Algebra
Computing

€ Springer
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Zusammenfassung

= Rechnen mit geometrischer Intuitivitat
= Vereinheitlichung von mathematischen Systemen «
» Eleganz und Effizienz laBt sich vereinbaren
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Was bedeutet das fur Algorithmen? UV

» Einfach zu entwickeln

= Einfach zu verstehen

= Einfach zu warten

» Effizient zu implementieren
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vielen Dank fiir die
Aufmerksamkeit
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